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Hidrogén és galaxisok (10 pont)

E probléma célja a galaxisok sajatos fizikajanak, példaul dinamikajanak és szerkezetének tanulmanyo-
zasa. Konkrétan elmagyarazzuk, hogyan lehet galaxisunk témegeloszlasat a galaxis belsejébdl mérni.
Ehhez a hidrogénre, a galaxisok f6 alkotéelemére fogunk 6sszpontositani.

A probléma soran kizardlag a 5 jelolést fogjuk hasznalni, ami h = h/2x.

A. rész - Bevezetés
Bohr-modell

Feltesszik, hogy a hidrogénatom egy nemrelativisztikus elektronbdl all, amelynek témege m,, és egy
rogzitett proton korul kering. Ebben a részben mindenutt feltételezzik, hogy az elektron kdrpalyan ke-
ring.

A1 Hatarozd meg az elektron v sebességét egy r sugaru kérpalyan! 0.2pt

A Bohr-modellben feltételezziik, hogy az elektron impulzusmomentumanak L nagysaga kvantalt, L = nh,
ahol n > 0 egész szam. Legyen tovabba a = —¢_ ~727x107% (finomszerkezeti allando).

4meghe

A.2 Mutasd meg, hogy a kvantalt palyasugarakat az r, = n’r, képlet adjameg, aholr,  0.5pt
a Bohr-sugar! Fejezd ki a r, sugarat az a, m,, ¢ és h mennyiségekkel és szamitsd
ki a szamértékét 3 jegy pontossaggal! Hatdrozd meg az r; sugaru palyahoz tar-
tozd v elektronsebességet az « és ¢ segitsegével!

A3 Add meg az r,sugaru palyan keringd elektron E, mechanikai energidjataze, g, 0.5pt
r, és n mennyiségek fuggvényében! Add meg az alapallapoti E, energiat az a,
m, €s ¢ mennyiségekkel, és szamitsd ki a szamértékét eV-ban!

Hidrogén finom- és hiperfinom szerkezete

A hidrogénatom az elektron spinjének nagyon ritka, spontan atfordulasakor, atlagosan atomonként 10
millié évente egyszer, kibocsat egy fotont. Ez a fotonkibocsatas a vilagegyetemben a hidrogén nyom-
jelz8jeként szolgal, és ezért alapvetd fontossagu az asztrofizikaban. Ezért a fotonkibocsatasért felel6s
elektronatmenetet két Iépéesben tanulmanyozzuk.

El8sz6r az elektron spinje valamint az elektron és proton relativ mozgasa kozti kdlcsénhatast tanulma-
nyozzuk. Az elektron vonatkoztatasi rendszerében a proton kering az elektron korul r; tavolsagban. Ez

§1 magneses teret hoz létre .

A4 Hatarozd meg a §1 magneses tér B, nagysagat az elektron helyén a y,, e, @, ¢ 0.5pt
és r, mennyiségekkel kifejezve!

Masodszor, az elektron spinje Jts magneses momentumot hoz létre, aminek nagysdga nagyjabdl
My = =h. A finomszerkezet (F) azzal a AE; energiakildnbséggel figg 6ssze, amely az .4, magneses

momentumu elektron B, magneses térrel parhuzamos bealldsa és az .#, magneses momentumu

elektron El térrel ellentétes iranyu beallasa k6zott van. Hasonl6képpen a hiperfinom szerkezet (HF) azzal

a AEyr energiakulénbséggel fligg 6ssze, amely az elektron és a proton parhuzamos illetve ellentétes

irény magneses momentumai kozott jon létre. Ismert, hogy j6 kézelitéssel AEy; =~ 3.72:2¢ AEy, ahol m,
14



Thegry
IEO -

Physics Olympiad .
FRANCE 2025 Hungarian (Hungary)

a proton tdbmege.

A5 Fejezd ki AE;-et a és E, fuggvényében! 0.5pt
Add meg a hiperfinom szerkezet két allapota kdzo6tti atmenet soran kibocsatott
foton Ay hulldmhosszat analitikusan valamint numerikusan, két jegy pontos-
saggal!

B. rész - Galaxisok forgasi gorbéi
Adatok

* Kiloparsec: 1kpc=3.09 x 10" m

+ Naptomeg: 1M, = 1.99 x 10*°kg

Tekintsiink egy gomb alaku galaxist, amelynek kézéppontja a fix O pont! Egy tetszdleges P pontban
p = p(P) a slrlség (tdmeg per térfogat), ¢ = ¢(P) pedig a gravitacios potencial (egységnyi tomegre esd
gravitacios potencialis energia). Mind a p, mind a ¢ csak az r = ’|FP” tavolsag fuggvénye. A ¢ gravitacios
potencidlban a P pontban levé m tdmeg mozgasa egy O-n atmend sikra korlatozédik.

B.1 Hatarozd meg a P pontban levd, kdrpalyan keringé tdmegpont v, sebességét  0.2pt

. _dy _. L
azrésa d—(f figgvényében!

Az 1(A) abra az NGC 6946 spiralgalaxisnak az elektromagneses spektrum lathaté tartomanyaban felvett
képét mutatja (mely az arizonai Mount Lemmon Sky Centerben taldlhaté 0.8m Schulman Teleszképpal
készult). Az 1(B) abran a kis ellipszisek a v, sebességek méréssel kapott értékeit mutatjak ebben a galaxis-
ban. A kézponti tartomanyt (r < 1kpc) galaxismagnak nevezzik. Ebben a tartomanyban a tdmegeloszlas
nagyjabol homogén. A piros gorbe a v, fuggvény elméleti alakja, feltételezve, hogy a galaxismag témeg-
eloszldsa homogén, azon kivil pedig a Kepler-féle ¢(r) = —B/r gravitacios potencial érvényes (itt § > 0),
azaz a galaxis teljes tdmege a magban koncentralédik.

—
1
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18 kpc
1. dbra: NGC 6946 galaxis: a galaxis képe (A) és forgasi gorbéje (B).

B.2 Az 1. abra (B) piros forgasi gorbéje alapjan hatdrozd meg az NGC 6946 galaxis  0.5pt
magjanak M, témegét naptdmeg egységben!

A kepleri modell és a kisérleti adatok 6sszehasonlitasa alapjan a csillagaszok biztosak abban, hogy a
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tdmeg egy része lathatatlan a képen. Ezért feltételezik, hogy a galaxis tényleges témegs(riségét a ko-
vetkezd képlet adja meg:

G
Pm(r) = W (1)

ahol C,, > 0 és r,, > 0 konstansok.

B.3 Mutasd meg, hogy az 1. egyenletben szerepld tomegs(iriségnek megfeleld  1.8pt

r
ky-arctan( T

v..m(r) sebességprofil felirhaté v, (r) =/ k; - . ! alakban! Fejezd ki a k,
és a k, paramétereket a C,,, a r,, s a G mennyiségekkel!

r 2
(Segitség: f %dx =r—a arctan(r/a), és: arctan(x) ~x — x%/3, ha x < 1.)

0o ac+x
Hozd egyszer(ibb alakra a v, ,,(r) fuiggvényt az r <« r,, valamint az r > r,, eset-
ben!
Mutasd meg, hogy ha r > r,,, akkor az 1. egyenlet dltal megadott tdmegeloszlas
esetén az r sugaru gémbon beldli teljes M,, (r) tdmeg egyszerlsodik, és csak a
C,, és az r fuggvénye!
Becslld meg az 1. abra (A) képén lathatd NGC 6946 galaxis tényleges tdmegét.

C. rész - Tomegeloszlas galaxisunkban

Spiralgalaxisok esetében a szférikus modellben szerepld 1. egyenlet médosul, és altaldban ugy tekintjuk,

cr s ez .z r V4 2 .. . . .

hogy a gravitacios potencialt a ¢, (r,2) = (poln(r—)exp —(z—) ] fuggvény adja meg, ahol z a galaktikus
0 0

siktél (z = 0 sik) mért tavolsag, r < r, most a tengelytdl mért tavolsag, és ¢, > 0 egy meghatarozando

konstans. Az ry és z, mennyiségek konstans paraméterek.

c1 Feltételezve, hogy r allando, hatarozd meg egy m tdmegpont fuggdleges ira-  0.5pt
nyu, z valtozéra felirt mozgasegyenletét! Mutasd meg, hogy ha r < r;, akkor a
galaktikus sik stabil egyensulyi helyzetl, megadva az egyensulyi helyzet koértili
kis oszcillaciok w, korfrekvenciajat!

Innentdl kezdve csak a z = 0 sikban dolgozunk.

C.2 Hatdrozd meg azt a tartomanyt, akar r > r,,-et, akar r <« r,,-et, amelyben az 1.  0.6pt
egyenlet modellje visszaadja a ¢ (r,0) alakid potencialt a ¢, alkalmas megva-
lasztasaval!

Ebben a tartomanyban a v,(r) mar nem fugg a r-tél. Fejezd ki a ¢, mennyiség-
gel!

Ezért a galaxis magjan kivil a sebesség v, nagysaga nem fligg a galaxis k6zéppontjatol mért tavolsagtol.
Ezt atényt fogjuk felhasznalni arra, hogy a galaxis tomegeloszlasat a galaxis belsejében levé megfigyelési
pontbdl mérjuk, ahogy a csillagaszok is teszik sajat galaxisunkban.

Ezekben a csillagaszati megfigyelésekben szerepl6 galaktikus objektumok, példaul csillagok, k6dok elso-
sorban hidrogénbdl allnak, és feltételezzik, hogy a galaxismagon kiviil a galaxis C kézépontja korul kor-
palyan mozognak. Jeldlje S a Nap(rendszer)unk helyét a galaxisunkban, és legyen E egy adott galaktikus
objektum, ami a hidrogén spektrumaban sugaroz . Tekintsik a galaktikus sikban levé SE megfigyelési
egyenest, melynek irdnyat az i, egységvektor adja meg (lasd a 2. abrat).
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2. dbra: A mérés geometriaja

Jeldlje ¢ a galaktikus hosszusagi fokot, amely az SC és SE félegyenesek kdzotti sz6g. A Nap sebességét
a R, = 8.00kpc sugaru korpalyajan a v, jeloli. Az E galaktikus objektum egy mésik, R sugaru kérpalyan
vy sebességgel kering. A korabban vizsgalt 21 cm-es spektrumvonalra vonatkoz6 Doppler-effektust fel-
hasznalva megkaphatjuk az E forrasnak az S Naphoz képesti v, relativ radialis sebességét, ami a vy — 7,
vetllete a megfigyelési egyenesre,

c3 Hatarozd meg a v,,s radidlis relativsebességetaz ¢, R, R, és v, mennyiségekkel  0.7pt
kifejezve! Ezutan fejezd ki R-et az R, v,, ¢ és v.5;s mennyiségekkel!

Radiotavcsbvel megfigyeléseket végziink galaxisunk sikjaban az ¢ = 30° galaktikus hosszusagi fok ira-
nyaban. Az alkalmazott frekvenciasav tartalmazza a 21cm hulldmhosszu spektrumvonalat, amelynek
frekvenciaja f; = 1.42 GHz. A megfigyelés eredményét a 3. abra mutatja.
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3. abra: Elektromagneses jel a frekvenciaeltolédas figgvényében, az EU-HOU RadioAstro-
nomy segitségével az ¢ = 30° galaktikus hosszusagi fokban, radiéfrekvencias tartomanyban
mérve.
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c4 A mi galaxisunkban a v, = 220km-s™'. Hatdrozd meg a 3. dbran megfigyelt 3  0.6pt
forras relativ radialis sebességét (3 értékes jegyre) valamint a galaktikus kdzép-
ponttdl mért tavolsagukat (2 értékes jegyre)! A tavolsagokat az R, tobbszoro-
seként add meg!

Cc5 A valaszlapon, a galaxisunk felilnézeti rajzan jeléld be a 3. abran megfigyelt  0.6pt
forrasok helyzetét!
Mire lehet kdvetkeztetni ¢ valtoztatasaval megismételt mérések segitségével?

D. rész - Tully-Fisher relacié és a MOND-elmélet

Az NGC 6946 galaxis 1. dbran lathatd, kivil (nagy sugaraknal) ellaposod6 sebességgorbéje a spiralgalaxi-
sok altalanos tulajdonsaga, amint az a 4. abran (balra) is lathaté. Az egyes galaxisok M,,, mért dssztdme-
géta v, kilsé allando sebesség fuggvényében abrazolva érdekes korrelaciot kapunk, amit Tully-Fischer
Osszefliggésnek nevezlink, lasd a 4. abrat (jobbra).

Ve,

1

NGC 3621

10 15
R (lpe)

NGC 5055 i ; Y T

0 o P .,

& NGC 2903
-8 8/ : : : : : :
= : INGC‘ 7321 = ™ o IﬁNGEj 2841 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8
W ks log o( Ve / 1 knvs )

4. abra. Balra: Tipikus spiralgalaxisok forgasi gérbéi - Jobbra: log, (M) a log,(v, ) flggvé-
nyében linedris skalan. A szines pontok kuldnb6z6 galaxisoknak és kulonb6z8 felméréseknek
felelnek meg. A z6ld vonal a Tully-Fischer relacio, ami nagyon jol egybeesik az adatokra leg-
jobban illeszked6 fekete egyenessel.

D.1 Feltételezve, hogy a galaxis R sugara flggetlen a galaxis tomegétdl, mutasd  0.4pt
meg, hogy az 1. egyenletre vezeté modell (B. rész) az M,,, = nv! ., formaju éssze-
flggést adja, alkalmas y és n paraméterekkel.

Hasonlitsd 6ssze a kapott kifejezést a Tully Fischer-relaciéval ugy, hogy az abra
alapjan kiszamolod y értékét.

A rendkivul alacsony, a, = 107m-s™2 nagysagrend(i gyorsulasok esetén a MOdified Newtonian Dyna-
mics (MOND) elmélet szerint Newton masodik torvényét a F= mu (i)ﬁ’forméban modosithatjuk, ahol

a4y
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—| . ;s . .. , X , VLT
a =|a] a gyorsulas nagysaga, és a u fuggvényt p(x) = T képlet definialja.

D.2 Az 1. abran az NGC 6946-ra vonatkozé adatok felhasznalasaval becsild mega  0.2pt
newtoni fizika torvényeinek felhasznalasaval az NGC 6946 galaxis kiilsé részé-
ben lév8 tdmeg gyorsulasanak a,, nagysagat!

D.3 Legyen m egy tdmeg, amely egy r sugaru kérpalyan kering v, ., sebességgel  0.8pt
egy M rogzitett témeg gravitacios terében.
A MOND-elméleten belll, feltételezve, hogy a « a, hatarozd meg a Tully-
Fischer-exponenst!
Az NGC 6946 galaxis adataibdl és/vagy a Tully-Fischer térvény segitségével sza-
mold ki a,-t, és mutasd meg, hogy a MOND elméletben adott paraméterrel az-
nos nagysagrendd!

D.4 A MOND elmélet keretein belul hatarozd meg egy M tdmegd, R, sugard homo-  0.9pt
gén gomb gravitasécios terében a v, (r) forgasi gérbét az r minden értékére, a
relevans esetek szétvalasztasavall






